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Early Algebra:
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dell'aritmetica e dell'algebra
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Da un test d’'ingresso alla scuola secondaria di 2° grado
Traducl In linguaggio matematico:

H

» TOQ |d0| quadruplo d| 15
b

» Togll T dal quadruplo dils
e Scrivi il successivo dir

> 15x4-3
> t—s?

2 r+r

Gli studentl, per tradurre una frase,
dovrebbero saperla interpretare, cioe
attribuire un significato alla sua struttura e
Al sUol tfermini € organizzare su di essi una

riflessione.

Rozzano - 17 gennaio 2019



Da un test d’'ingresso alla scuola secondaria di 2° grado
Traduci in lingua italiana:

1 i
(@@  (b)5

(c) a:2

Vengono percepite in modi diversi:
(a) come moltiplicazione:

« “Molfiplica per un numero la meta di 1".

(b) e (c) come divisioni:

» (b) “Divido a per 2 in frazione™

« (c) “Faila meta di a”

Sono tutte definizioni procedurali.
Siriferiscono al ‘cosa fare’

Rozzano - 17 gennaio 2019



1
—a
2

Da un test d’'ingresso alla scuola secondaria di 2° grado
Traduci in lingua italiana:
(a) L. b) = (c) a:2
7 .,

Nessuno le definisce, ad esempio, come:
» (a) Prodotto fra 'z e ©

* (b) Rapporio fraa e 2
* (c) Quoziente fraa e 2

Definizioni relazionali
Esprimono cos’'e ognuna di gueste scritture

Le ragioni di questa difficolta sono nodali.
Vi torneremo fra poco.
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Un albero genealo—
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Un albero genealo
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Le radici dell’albero

Pensate a fre numeri

Quanti di voi hanno pensato ad esempio:

J6  -13 % 028 92  (4+6)x3
L'imprinting del numero naturale

Vorrel farvi riflettere sulle vostre conoscenze

E ora un'altra guestione

Rozzano - 17 gennaio 2019 8



Le radici dell’albero

Cos'e [(11+7):9]%x32

Sono delle operazioni
Sono calcoli
E un’espressione da risolvere
Devo trovare guanto fa
Bisogna frovare il risultato
Prima si trova la somma, poi si divide...

L'imprinting del fare.
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Un albero genealogico
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Episodio 1: Prima primaria

Gaia, di fronte alla scritffura 8=3+5, rimane
Incerta.

L'insegnante le chiede il perche
dell'incertezza.

Gaia risponde che si, “3 piu 5 fa 8 ma non
va bene com’e scritfa perché i numeri
sono scambiati”.

Invitata a modificarla scrive 3+5=8, ma
non sa spiegare perché cosi va bene.

Perche Gaia non accetfta 8=3+5¢

Rozzano - 17 gennaio 2019 11



Episodio 1: Prima primaria

Gaia non accetta 8=3+5 perché non
capisce come sia possibile il risultato o
sinistra e |'operazione a destra.

E abituata ad operare sulle scritture

matematiche, non a ragionare su di esse.

Per lei 'uguale possiede un significato
orocedurale, con una connotazione
spazio-temporale: prepara il finale di uno
storia che inizia a sinistfra con una o piu
operazioni e si conclude a destra con un
risultato.

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Episodio 2: Seconda primaria

L'insegnante chiede a Rita di scrivere 36
Mmeno 24.
L'alunna scrive:
36-24=

St inferrompe e chiede “Devo frovare
quanto fae”
L'insegnante |la guarda senza rispondere.
Rita aggiunge Il risultato dopo 'uguale:

36-24=12.

Perche Rita scrive '=' e '12'¢

Rozzano - 17 gennaio 2019 13



Episodio 2: Seconda primaria

Rita esprime un disorientamento analogo
a quello di Gaia: 36-24 per lei €
un'operazione, cioe una scrittura ‘in
attesa’. Incompleta.

Inserisce il simbolo ‘=" per preparare |l
risultato, perché la scrittura 36-24, da
sola, non ha una ‘dignita ontologica’,
qualcosa di provvisorio (Rita sa che,
porima o poi, le verra chiesto ‘quanto fa’).
Del ricercatori I'hanno chiamata
sindrome da mancanza di risultato.

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Una storia senza finale

15
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Un commento agli episodi 1 e 2

Gli atteggiamenti di Gaia e Rita mostrano |
depositi di cio che resta, nel profondo,
delle conoscenze matematiche acquisite,
legate soprattutto al fare e al calcolare.

Gli alunni sono abituati ad operare sulle
scriftture matematiche, non ad
interpretarle, a riflettere sul loro significato,
ad argomentare su di esse.

I progetto ArAl si propone di far maturare
queste competenze, a livello
metacognitivo e metalinguistico.

Rozzano - 17 gennaio 2019 16



Le radici dell’'albero

Aritmetica del ‘far di conto’

Operazione — 3+5=8 —— Risultato
T Sono cose diverse !

L'uguale € un operatore direzionale

Ha un significato spazio-temporale

E' 'indicatore che 3 piu 5 fa 8

Ha un significato procedurale

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Salendo dalle radici _
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Aritmeticadel ‘far di conto’
3+5=8 — Risultato

Operazione

1M = Tl
— Sono cose diverse 1

L'uguale operatore direzionale

significato spazio-temporale

Indicatore che 3 piu 5 fa 8

Significato proceduvurale

Rozzano - 17 gennaio 2019 18



Episodio 3: Terza secondaria di primo grado

Leo Incontra scritffure come:
15+2x=6x-21.

Impara a risolverle ma non sa cosa

significhino. Si sente piu a suo agio con

un solo numero dopo l'uguale come In:

/%(9-x)=14
perche 14 gli e piu familiare, somiglio
ad un risultato.

Se la scrittura invece e:
14=7x(9-X)
| suol dubbi tornano.

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Episodio 3: Terza secondaria di primo grado

Leo Incontra scritffure come:
15+2x=6x-21.

Impara a risolverle ma non sa cosa

significhino. Si sente piu a suo agio con

Anche Leo € condizionato da una
concezione procedurale dell’'uguale.

Si sta muovendo (‘a sua insaputa’) in un
universo concettuale algebrico del tutto

differente da quello aritmetico nel quale
si e formafto.
| SUOI dubbl tornano.

Rozzano - 17 gennaio 2019
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L'uguale: significato procedurale vs relazionale
In algelbra

15+2x=6x-21
EE———

L'uguale ha un significato
a-spaziale e a-temporale

Simmetria dell’'uguaglianza

F un'ugua

glianza

fra rappresentazioni dello stesso numero

L'uguale ha un signi

Icato relazionale

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Dall’aritmetica all’algebra _

0

In algebra

15+2x=6x-21
2 ——

L'uguale ha un significato
a-spaziale e a-temporale

Simmetria dell’'uguaglianza

E un’uguaglianza
fra rappresentazioni dello stesso numero

. &
o\ o Deai r‘lk.,;. herefra f
ron el i Anmes
. » .’n'v-

L'uguale ha un significatorelazionale

w = am @l

- . '3 i :
I ! M Cortche [l O | S
Aritmetica del ‘far di conto’

3+5=8 — Risultato

| Operazione

1M = Tl
— Sono cose diverse 1

L'uguale operatore direzionale

significato spazio-temporale

Indicatore che 3 piu 5 fa 8
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L'albero genealogi
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Le radici dell’'albero

Cos'e [(11+7):9]2x32

Elio 12
Figlio di Flavio 6+6
Nipote di Emma 15+0-3
Fratello di Lina 24:2
Alunno della... 3x x4
Abitante in via... 36/3
Padrone di Kira 22x3
Amico del cuore... 144

[(1147):9]2x3

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Rappresentazione canonica e non canonica
Cos'e [(11+7):9]2x32

Forma canonica 12

6+6
Prodotto 15+0.3
Opaco 24:2
Forme non 3x1x4
canoniche di 12 < 36/3
22%3
Processo J144
Trasparente

\ [(11+7):9]2x3

Rozzano - 17 gennaio 2019 25



Rappresentazione canonica e non canonica

Cos'e [(11+7):9]?x32

12

Un numero puo 6+6
essere espresso in 15+0-3
infiniti modi. 24:2
Ognuno ha un 3% 1x4
senso in relazione al 36/3
contesto e al 22%3
processo 144

soggiacente.
[(11+7):9]%%3

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Rappresentazione canonica e non canonica

Cos'e [(11+7):9]?x32

12
L'uguale acquista il 6+6
significato ! 5.+O'3
relazionale di 24:2
equivalenza fro 3x1x4
due quantita, ad gg’){g
> 144

36/3=[(11+7):9]2x3

[(1147):9]2x3

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Rappresentazione canonica e non canonica

Cos'e [(11+7):9]?x32

Saper produrre e 12
interpretare queste  6+6
forme costruisce la 15+0-3

base per 242
comprendere |l 3x1x4
significato di 36/3

scriffure come ab, 223
k/3, X2y, (a+b)2, a3 144
03, (3-b%) (5a+4b), ...
[(11+7):9]2%3

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Competenze necessarie a tradurre ‘successivo di r’
Traduci in linguaggio matematico:
(d) Scrivi il successivo dir 2> r+r

Le ragioni di questa difficolta sono nodaili.
Gli studenti sono abituati alla logica del
fare.

Sono molto meno educati a riflettere sul
significato delle scritture, siano esse in
inguaggio naturale che matematico.
Non sono quindi abituati a concepire due
frasi come fraduzioni 'una dell’ altra.

Rozzano - 17 gennaio 2019 29



Competenze necessarie a tradurre ‘successivo di r’
Traduci in linguaggio matematico:
(d) Scrivi il successivo dir 2> r+r

Per fare questo, dovrebbero essere guidati,
sin dalla prima primaria, a vedere nella
matematica un nuovo linguaggio, dotato
— come qualsiasi linguaggio - di uno
semantica € una sintassi.

Un linguaggio per comunicare, e
attraverso il quale costruire e interpretare
frasi, e produrre parafrasi sia in linguaggio
naturale che matematico.

Rozzano - 17 gennaio 2019 30



Competenze necessarie a tradurre ‘successivo di r’
Traduci in linguaggio matematico:
(d) Scrivi il successivo dir 2> r+r

_e parafrasi nel inguaggio naturale sono
tfraghetti verso la loro traduzione In
INnguaggio matematico (e viceversa).

Per esempio, in questo caso: ‘successivo’.

Gli studenti lo definiscono cosi:

« “Che viene dopo’’;

« “Piu grande di un’unita”.

« “Per esempio dopo 24 c'e 25",

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Competenze necessarie a tradurre ‘successivo di r’
Traduci in linguaggio matematico:
(d) Scrivi il successivo dir 2> r+r

Vanno guidati a formulare parafrasi
complete (soggetto, predicato,

complemento).

‘|l successivo di un numero e il numero
che viene dopo’;

‘| successivo di un numero e il numero piu
grande di una unita’.

La seconda parafrasi avvicina alla
fraduzione in linguaggio matematico.

NULLUINIVU = 17 YTIIHIUIV 2V 17 J L



Competenze necessarie a tradurre ‘successivo di r’
Traduci in linguaggio matematico:
(d) Scrivi il successivo dir > r+r

Un ulteriore affinamento:

Il successivo di un numero
e il numero stesso piu un'unita
J
Il successivo di 24 € esprimibile
INn forma non canonica come
24+1 25
v 2
r+1 '



Due diverse didattiche
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Due diverse concezioni
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Quando ‘comincia’ I'algebra? (Episodio 4)

Anna (‘grande’ dell'infanzia) riconosce
che due treni che continuano chissa
dove oltre la porta della stanza - uno
formato da vagoni contenenti due
duplo gialli e uno rosso e uno formato
da vagoni con’renen’ri due noci e un
arachide — “sono quasi uguali’.

f S f . o)
ﬁi! Sy il e dhl Zads W
1 ] ;'ii 3 "i‘ N (R (S TR N R T
& | 4 ok ¥ | i voke 1 4 1 4
\y \0Py \ O\ P N AN
r 1T 1T 1 r r

Anna sta facendo dell’algebrae

—

T

Di fatto gioca con I'analogia strutturale
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Quando ‘comincia’ I'algebra? (Episodio 5)

Federica (seconda primaria) trova sul
suo sussidiario la scritffura ‘3% =27 e
scrive ‘3% 9=27". L'insegnante le dice
brava perché Federica mostra di
conoscere le tabelline.

Federica sta facendo dell’algebrae

Di fatto ha risolto un'equazione di primo
grado ad una incognita

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Quando ‘comincia’ I'algebra? (Episodio 6)

Piero (terza primaria) osserva che “E
giusto dire che 5 piu 6 fa 11, ma non si
puo dire che 11 ‘fa’ 5 piu 6, e allora €
meglio dire che 5 piu 6 ‘e uguale’ a 11,
perché in guesto caso € vero anche |l
conftrario”.

Piero sta facendo dell’algebra?

Di fatto sta argomentando sul significato
relazionale dell'uguale

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Quando ‘comincia’ I'algebra? (Episodio 7)
La classe (terza primaria) analizza lo
rappresentazione in linguaggio matemartico
di un problema elaborata da Katia:
+3=27.
Katia: Due quadrati piu 3 € uguale a 27.
Denise: Per me non € giusto dire ‘Quadrati’.
Non si dice mica ‘Due ofti'. Si dice ‘Due
ofto’. Bisogna dire ‘Due quadrato’.

Denise sta facendo dell’algebrae

Di fatto ritflette sul significato di un simbolo
che rappresenta un numero sconosciuto.

Rozzano - 17 gennaio 2019 39
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Riprendiamo un punto lasciato in sospeso

[(11+7):9]°%3
Ogni scrittura puo essere vista in due modi:

Punto di vista procedurale
Eseguire ordinatamente operazioni
Si privilegia |'aspetto cognitivo

11+7 Faccio 11 piu 7,

18:9 poi divido 18 per 9,

22 poi elevo 2 al guadrato,
4x3 ool moltiplico 4 per 3,

12 trovo il risultato.
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Riprendiamo un punto lasciato in sospeso

[(11+7):9]°%3
Ogni scrittura puo essere vista in due modi:

Punto di vista relazionale
Interpretare la struttura di una frase
Si favorisce 1l livello metacognitivo

11+7 e una somma

(11+7):9 e un guoziente

[(11+7):9]? e il guadrato di un quoziente
[(11+7):9]2x3 e un prodotto

Rozzano - 17 gennaio 2019 43



Riprendiamo un punto lasciato in sospeso

[(11+7):9]°%3
Ogni scrittura puo essere vista in due modi:

Punto di vista relazionale
Interpretare la struttura di una frase

Q; 'Fm\/f\ricr'\g “ “\IQ“/\ MA‘I'ﬂf‘ﬁﬂnil':\lﬁ

Quesiti del test iniziale: tradurre
e || Quadrato di un quoziente moltiplicato

poer 3;

* || prodotto fra un quadrato e 3;
o || triplo del guadrato di un quoziente;
« un Mmultiplo di 3...

Rozzano - 17 gennaio 2019 44



Nominare un oggetto matematico
Cos’'e un oggetto matematico

[(a+b)2 | «— | quadrato di un binomio | <—
as—p3 differenza di due cubi
(3-103) (5a+4b) prodotto di due binomi

Uno studente che sia stato abituato solo

. _ L1

Lo s’ruden’re |mporo anche, che (a+b)2 e il
quadrato di un binomio e sa pure
ripeterlo, se I'insegnante gli chiede come
si chiama. Ma da qui a parlare di
competenza ci corre. Un altro episodio.
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Episodio 7: Terza secondaria

Lara ha imparato che a%-b? e ‘la differenza

fra due quadrati’.

In un’altra occasione I'insegnante le chiede
“Cos'e 52-32¢2"

dopo un po’ Lara risponde 16.

Non si sogna di dire “E la differenza fra il

quadrato di 5 e Il guadrato di 3".

Un esempio molto diverso
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Esempio 8: Quarta primaria

|: Traducete 3xbxh in Inguaggio naturale.
Le fraduzioni vengono frascritte alla LIM.
L'attenzione si concentra su due frasi:

(Lorenzo) Moltiplico 3 per un numero
sconosciuto, pol lo moltiplico per un altro

NnuUMero sConosciuto.
(Anna) E Il triplo del prodotto di due
numeri sconosciuti.

Segue la discussione.
Lorenzo: Anna ha spiegato che cosa e
3xbxh, i0 ho detto guello che fai.
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Esempio 8: Quarta primaria

|: Traducete 3xbxh in Inguaggio naturale.

M - 1 79 _ _* _ _ _ _ __ _ - _ °r___ _ _ *11 _ —_nn—__ 1 1ax 4

Lorenzo valuta le due tfraduzioni che si
riferiscono alla dualita procedurale /
relazionale e si corregge.

Riconosce nella sua frase il punto di vista
orocedurale e in quella di Rita quello
relazionale.

I suo controllo metacognitivo puo essere
Visto come un risultato del tipo di
InNsegnamento ricevuto, costruito in una
prospettiva prealgebrica.

Rozzano - 17 gennaio 2019
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Il balbettio algebrico

Gaia: 8=3+5 non va bene com'e scritta

Questi aspetti fanno da base
all’evoluzione di quello che chiamiamo
balbettio algebrico: processo attraverso |
quale, in analogia con quanto avviene
per Il iInguaggio naturale, il controllo sul
inguaggio matematico matura grazie
all’esplorazione di ambienti costruiti
opportunamente e ad un contratto
didattico indulgente verso momenti iniziali
sintatticamente confusi.
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La prospettiva del progetio ArAl

| proge’r’ro ArAI offron’rc |I rmnovomen’ro
dell'insegnamento dell’area aritmetico-
algebrica nella scuola primaria e
secondaria di 1° grado (= scuola

dell'infanzia).

peNsIero Grl’rmehco

pen5|ero prealgebrico

*m- e
Rozzano -

e

"~-\
el rad.
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La prospettiva del progetio ArAl

N|collho A. Molo)ro Gloncoklo Navarro
(Universita di Modena e Reggio E.)

Nasce negli anni 0 nel Nucleo diricerca
diretto da Malara da lavori sulla didattico
dell’ Glgebra CIVVICITI ne| prlml ormi 80.
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La prospettiva del progeito ArAl

an‘o pos’ro olconcorso SeT“ (2001 )
Colloborcmom con |s’r|’ru’r| e re’n di scuole

oy

pensiero aritmetico pen5|ero prealgebrlco

2 v~ I o A
« SNSRI '/-\ A S b hb:‘ q\'

5
B gy e ~
% ;" > 8 ._aﬂbi..
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Collaborazioni ArAl

« Atffualmente siamo presenti in:
* Venezia Giulia: Trieste, Muggia
* Veneto: Belluno, Eraclea, Jesolo (VE)
» Emiliac Romagna: Bagnacavallo,

Conselice, Faenza, Lugo (RA), Modena

« Piemonte: Mondovi (CN), Nichelino (TO)
e Liguria: Castelnuovo Magra (SP)
» Toscana: Firenze, Siena

» Gruppo Progetto ArAlin FB (1800 iscrifti)
 wWWW.progettoaral.it
» Collana ArAl (Pitagora Editrice Bologna)
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http://www.progettoaral.it/

Viringrazio per la vostra attenzione
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