Matematica dinamica:
numeri e figure con la piegatura della carta
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Sommario

« Piegando la carta si fa geometria? Si fa aritmetica? Alcuni esempi

* Quadrilateri con tre o quattro pieghe.
Una busta geometrica.
Doppio strato per dimezzare.

Confrontare frazioni piegando.
Modellizzare e risolvere problemi piegando.

« La matematica del rettangolo con la piegatura della carta.
* Riconoscere e costruire un rettangolo.
 Alcuni rettangoli particolarmente significativi

« Senso del numero e piegatura della carta
* Rappresentare e operare con le frazioni piegando la carta.
» Piegare e dispiegare la tabella della moltiplicazione

A. Criscuolo “Matematica dinamica: numeri e figure con la piegatura della carta” Rozzano 16/1/2020



Piegando la carta si fa geometria: ....tre pieghe a caso

Deltoide
Poligono convesso

Poligono concavo

Triangolo isoscele
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Piegando la carta si fa geometria? ...tre pieghe non proprio a caso

Pieghiamo tre volte un foglio di carta.... ‘

1. Piegare un foglio per ottenere una prima piega.

2. Ripiegare il foglio sovrapponendo a se stessa la

piega appena realizzata, si ottiene cosi una punta.

3. Ripiegare ancora il foglio portando la punta a '

sovrapporsi ad un qualsiasi punto del foglio stesso

riaprendo il foglio che figura geometrica osserviamo?

« E’ proprio un rombo? Perché ?

« Quali le relazioni tra le pieghe realizzate e la definizione di rombo e le sue proprieta?

Come modificare la “costruzione” per realizzare un quadrato e non solo un rombo?
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Piegando la carta si fa geometria: un quadrato con quattro...pieghe!!!

Come realizzare un quadrato anziché un generico rombo?

Si realizzano le prime due pieghe.... \n -
>
... poi si sovrapongono i bordi lati dell’angolo retto ..... ’\ '\
MRS > RN
\

... e infine si sovrappone il vertice dell’angolo retto
ad un punto qualsiasi della precedente piega.

Si tratta proprio di un quadrato? Perché?
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Piegando la carta si fa geometria? Una busta geometrica

Formato A
(1xv2)

A. Criscuolo “

ANEVAN ’

90°

Modello di Tomoko Fuse

\ Disegni di Francesco Decio

b // b’ Parallele perché rette perpendicolari alla stessa retta

e X *  Coppie di angoli congruenti
T T Triangoli simili
a // a’ Parallele perché formano con rette parallele angoli congruenti

6
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Il doppio strato per dimezzare

Dimezzare un rettangolo

AN
({ .
Doppio strato
= Dimezzamento
Piega a piacere Accostamento bordi

Dimezzare un angolo piatto

g FT

Doppio strato

. : o bordi :
Piega a piacere Accostament Dimezzamento
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Tre modi per costruire con due piegature un angolo retto

Piega su piega
Strato doppio
<

Piega su piega
Allineamento

|
|
|
|
Fronte-Retro |

Bisettrici
angoli adiacenti

Le bisettrici N
di angoli adiacenti _)l”
sono perpendicolari

]



Doppio strato e simmetria: composizione di simmetrie assiall

Doppia simmetria assiale
in assi paralleli

Doppia simmetria assiale
in assi incidenti




Il doppio strato e il significato algebrico

a+b=1
2.2 42 b +b=1
M
b a a+b_a+b_1
5 2 2 2 2 2
- a + B = angolo piatto
1;’
25428 _aip=1
g tegTaths
a a-+
E+§=_= angolo retto

La somma delle meta e uguale alla meta somma



Senso del numero: confronto di frazioni con la piegatura della carta
Piegare una griglia 3 x 7 di dimensioni
pari ai denominatori delle due frazioni.

?
2 < 5
3 < 7
2 14 5 15
Il confronto di due frazioni si riduce al confronto dei numeratori di due z E
frazioni, equivalenti a quelle assegnate, aventi il medesimo denominatore. 3 7
Per introdurre e dare senso al cosiddetto “prodotto in croce” 14 < 15

Per introdurre e dare senso alla ricerca di un denominatore
comune nella procedura della somma di frazioni.



Modellizzare problemi con la piegatura della carta

Vogliamo distribuire tra quindici amici cinque kilogrammi di biscotti.
Quanti kilogrammi ne spetteranno a ciascuno?

N. Amici = 15
Quantita di biscotti = 5 kg

Rappresentare la situazione problematica utilizzando la piegatura della carta.

. . 0]
Biscotti & £ » ¥ W
— — A —
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Partiamo dal rettangolo per fare matematica

ELEMENTI - Parte Priua - :
DIGEOMETITRTIA D meni, che fi dovevano naturak II. T A linca rttta?lalinea pid cor-
. bELt 'If.. » ; RU - mente impiegare per avere Distanza . ta, che fi poffa tirare da un_
CL.ALR . la mifura de’ Terreni, . . puntoailaltro, e confegucntemenie
e, aeute o o I | . la mifara della diflanza tra due
) TRADPOTTI '_ _ : PH?II—'; . : . Pag‘ 14
DAL FRANGESE IN LINGUA ITALIANA P\ | Uel, che pare, che ch- ) 1L Una linea, che cade fopra an’ al-
EDIZIONE SECONDA i l bano aver qovpt? mifu- Idea di . tra, ﬁ#z# pendere verfo alcana
'_.’"m.”“ somomERTATA §ll rare ful principio, fo-  perpendicolarita parte , ¢ perpendicolare & gquefla
_ no le lunghezze , ¢ le - linea. 15
diftanze. - I Rettangolo  IV- 1lrezrangola é una figuradi guatiro

lati tra-loro perpendicolare . 16
Ed il guadrato @ un vettangolo , che
Costruzione della %@ # guattre lati eguali.. ivi

Per mifurare una iunghczza qua-
lunque , la Geometria naturaleci fug=
gerifce fubito quefto efpediente; di

. . : V. Manicra di alzare una perpendico-
Lunghezza ;o ragonar la lunghezza di unami- perpendicolare ¥+ %787 1 2orp 1y
T ROMA MDCCLXAT, fura conofciuta a quella della lun. S
A fpefe di Venawzio Mowatoins Libraro al Co
KEia STANTEALA D1 GiovATR: ZoRrELe ghezza, che fi vuol conofcere .

CAMN LICENZA LR JUPERIOA!

1741



L'impostazione di Clairaut e la Geometria intuitiva di E. Castelnuovo

E.Castelnuovo, Un metodo attivo nell’insegnamento
della geometria intuitiva,
Periodico di Matematiche, Zanichelli, Bologna, 1946 n.3

«C'e un libro del 1741 che mi ha suggerito l'idea di questo indirizzo:
Eléments de geométrie di Alexis Clairault»

Frase conclusiva dell’articolo:

«Dopo aver sperimentato per un anno questo metodo didattico ritengo che possa
dare nel primo triennio medio brillanti risultati facendo nascere nelle giovani menti
il desiderio della ricerca e della scopertax».



Partiamo da un foglio, e un rettangolo?

Attivita per un laboratorio matematico con la piegatura della carta

a k~ w0 N PR

10.

Alcune domande per una discussione di classe cui rispondere..... piegando.

Questo foglio ha una forma rettangolare, € un rettangolo?

Cosa si intende per rettangolo? Qual € la sua proprieta caratterizzante (definizione)?
Piegando il foglio si puo mostrare che si tratta di un rettangolo?

Quali e quante piegature sono sufficienti per mostrare che si tratta di un rettangolo?

Cosa si puo dire degli angoli? Cosa si puo dire dei lati? Con la piegatura e possibile
sovrapporli punto a punto?

Le due pieghe (assi dei lati) che consentono di confrontare lati e angoli sovrapponendoli
dividono il foglio rettangolare in quattro parti. Sono anch’esse dei rettangoli? Sono
rettangoli uguali? Perché?

Gli assi dei lati formano quattro angoli? sono angoli uguali?
Tracciando le due pieghe (diagonali) che congiungono vertici opposti cosa si nota?

Il punto in cui si intersecano le diagonali € lo stesso in cui si incontrano gli assi dei lati?
Che particolare proprieta ha questo punto.

Prova a confrontare le due parti in cui ciascuna diagonale € divisa dall'intersezione con
l'altra sono uguali? Sono uguali anche le due parti in cui resta divisa l'altra diagonale?



La costruzione del rettangolo con la piegatura della carta

Si parte da un foglio a margini non rettilinei. Ad esempio un foglio di forma
ovale o circolare

1. Sitracciala prima piega a per due punti assegnati (vertici A e B del
rettangolo)

2. Sipiega a su se stessa ottenendo la piega b passante per B.

3. Scelto un punto C sulla retta b si piega b su se stessa in modo che la
piega passi per C.

4. Si piega c su se stessa ottenendo una piega d passante per A

Con quattro piegature si costruisce il rettangolo




Gli assiomi della Geometria Origami utilizzati per la costruzione del rettangolo.

1°Piega | :
i i
I ° | C_2Piega
a c
4?Piega A, d ' D
1 1
1 I .
! ' 3°Piega

Piega a per due punti assegnati A e B. Assioma | G.O.
Si piega a su se stessa ottenendo la piega b passante per B. Assioma lll G.O.

Scelto un punto C sulla retta b si piega b su se stessa in modo che la piega passi
per C. Assioma lll G.O.

Si piega ¢ su se stessa ottenendo una piega d passante per A. Assioma Il G.O.



Le costruzioni fondamentali della G.O.: Assiomi1—-2-3

Assioma 1 Assioma 2 _ Assioma 3

-
%]
-
-
' w l o]
i |
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Le costruzioni fondamentali della G.O.: Assiomi4 -5 - (6 —7)

B

Assioma 4 1 Assioma 5 .
A

B

2
A
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Il rettangolo e la misura di aree

DI GEOMETRIA. 15
XIL

R echiamone, per {ollevare un po
la mente, un’efempio. Supponghia-
mo, che il rettangolo dato ABCD
abbia 7. piedi di altezza siu una
bafe di 8. piedi; Si potra riguarda-
re quefto rettangolo, come divifo
in fette traverle a, b, ¢, dye, /> g
delle quali ciafcuna contenga 8. pie-
di quadrati ; fara dunque il valore
del rettangolo 7. volte 8. piedi qua-
drati; cio¢ 56. piedi quadrati,

Ora fe uno riflette ai primi Ele-
menti del calcole Aritmetico, e che

molriplicare due numeri non & al-
tro, che prendere uno di eflt tante
volte, quante unitd fono contenute
nell’ altro ; trovera , che vi corre
una perfetta analogia tra la molti-
plicazione ordinaria , e I’operazio-
ne fatta per mifurare jl rettangolo.
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Torniamo a Clairaut

8 piedi

a

A 4

|

b....d

o A
}11 —
bo—— ~on

?
a, |

7 piedi
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Alcuni rettangoli particolarmente interessanti

Il rettangolo meta triangolo
Il triangolo meta rettangolo

Il rettangolo 3 x 4 del quadrato 4 x 4: Il teorema di Pitagora e i due

teoremi di Euclide sul triangolo rettangolo

Piegare un rettangolo aureo



Il rettangolo meta triangolo

Come fare per ottenere da un triangolo un rettangolo?

A 4 au =™

/ Somma degli angoli interni del triangolo: angolo piatto

Oggetto matematico che
incorpora due significati =

a
—

N| S

b 1
ATriangolo =2 ARettangolo =2 E 5= Eb -h



Il triangolo meta rettangolo

Come ottenere da un rettangolo un triangolo che sia la sua meta?

PN
A A 6 b

bxh

Ogni triangolo avente per base la base del rettangolo e il terzo vertice ATriangolo N
sul lato opposto ha area uguale alla meta di quella del rettangolo. 2




Il rettangolo 3 x 4: teorema di Pitagora e teoremi di Euclide

Esemplificazione numerica

* Teorema di Pitagora
e | Teorema di Euclide

e |l Teorema di Euclide




Sviluppare il senso del numero

Il senso del numero.

Comprensione generale dei numeri e del significato delle operazioni.

Abilita nel confrontare e stimare quantita numeriche.

Abilita nel formulare giudizi matematici e sviluppare strategie basate sui numeri.
Capacita di usare numeri e metodi quantitativi per interpretare le informazioni e
modellizzare situazioni problematiche.

Capacita di usare numeri e metodi quantitativi per comunicare ed elaborare

informazioni.
E’ fondamentale sviluppare “senso del numero”. Come?

Utilizzando rappresentazioni che favoriscono la creazione di immagini mentali.

abaci, cannucce, software ...... Baccaglini [2014]

Una proposta laboratoriale basata sull’artefatto cognitivo carta che,
con le regole di piegatura, diventa uno strumento cognitivo.



Piegare una striscia di carta per contare e per misurare

Piegatura a soffietto: piega a valle — capovolgere — piega a valle — capovolgere - ....

1 B SR SREE /BE O RENN BN B . B §

Conteggio: numerosita dei quadretti

I I A N G B B . .

Misura: lunghezza del tratto di striscia

La piegatura della striscia evidenzia e tiene insieme
il contare oggetti discreti ed il misurare quantita continue.

Studi in ambito neuroscientifico hanno evidenziato che il cervello umano, fin
dalla nascita, utilizza una “linea interna” dei numeri che permette di
valutare la numerosita discreta degli oggetti reali con segmento continuo
“interno”, “mentale” . (Dehaene, 1997).
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Strisce di carta e linea del numeri

Senso del numero: frazioni, numeri razionali e linea dei numeri

Strisce di carta per rappresentare frazioni

N =
N =

N| O

2 Strisce di carta per rappresentare numeri
5 razionali sulla linea dei numeri

N| =

Strisce di carta per rappresentare frazioni

Wl =
W
W =

Wl o

3 Strisce di carta per rappresentare numeri

3 razionali sulla linea dei numeri

W =
Wl N

Importante consapevolezza: ogni frazione ha un posto sulla linea dei numeri.
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Senso del numero: Frazione — Numero decimale - Percentuale

Strisce di carta per rappresentare i numeri razionali

Per padroneggiare le tre
P diverse rappresentazioni
5 dei numeri razionali

|
=1k
[
Qll.\.-’
[
[a]
ok
(]
—] .
[=]
)
[
[—
[
ok
[==]
.
=
==

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 10D%

A. Criscuolo “Matematica dinamica: numeri e figure con la piegatura della carta” Rozzano 16/1/2020 28



Rappresentazione mentale della quantita

Il concetto di numerosita € mediato dall’attivazione di una rappresentazione mentale
della quantita che e indipendente da abilita linguistiche.

Esiste una competenza numerica non verbale

mediata da una rappresentazione mentale della quantita.

Baccaglini [2014]

Nelle attivita di piegatura si privilegiano canali d’'apprendimento non verbali:
cinestetico-tattile, visivo non verbale,

Rappresentazione analogica dei numeri: configurazioni geometriche di punti



Gli schieramenti rettangolari

Tutti i numeri naturali possono essere rappresentati da schieramenti rettangolari

n
1 00000000 Schieramento per uno, allineamento
OO0 OO0 QO QO0Q Numeri primi: schieramento solo per allineamento

o Iy

Numeri composti: piu schieramenti & @ & 6 | & & zb & & & & &
OO

Schieramenti con fogli quadrettati

Schieramenti con la piegatura della carta a

Gli schieramenti possono essere realizzati piegando opportunamente un foglio rettangolare
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Schieramenti numerici con la piegatura della carta

4
1 x4
2 X2
Griglia 4x 4

) 1D
12
3 x4

[

6 x 2

La griglia di piegatura: un artefatto cognitivo dinamico.
Griglia 8 x 8 Il foglio a quadretti del quaderno: un artefatto cognitivo statico

Un oggetto matematico in cui sono incorporate rappresentazioni di piu numeri e diverse
rappresentazioni di uno stesso numero.
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Senso del numero: frazioni equivalenti con la piegatura della carta

Piegare un foglio quadrato, o un
foglio A4 o A5, in modo da dividerlo
in 16 parti uguali.

Piegare la griglia4 x4
in modo da ottenere

le frazioni:
1 1 1 1 11
2 41 8 16 2 4 8 16
A partire da ciascuna delle frazioni verificare, attraverso la piegatura, le seguenti equivalenze:
1 _ 2 _ 4 _ 3
2 -4 8 - 16

da foglio a quadretti 1 cm




Senso del numero:
rappresentare, addizionare e sottrarre frazioni con la piegatura della carta

Piegare una griglia 2 x 4 di dimensioni
pari ai denominatori delle due frazioni.

1
2 4
+ =
+ =
2,1 -3
4 4 4
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Senso del numero:
rappresentare, addizionare e sottrarre frazioni con la piegatura della carta

Piegare due griglie 3 x 4 di dimensioni
pari ai denominatori delle due frazioni.

1
12
3 ¢ 1
4 3
+ =
- + —_— = A
12 12 12
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ol BN

Senso del numero: rappresentare e moltiplicare frazioni

1 5

40

=
U1l W

Griglia 5 righe per 8 colonne
per rappresentare sia quinti e ottavi

vl W
U]l W
o
ool BN
|
3|

el BN
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Senso del numero:
rappresentare, addizionare e sottrarre frazioni con la piegatura della carta

Piegare una grigia 3 x 4 di dimensioni
pari ai denominatori delle due frazioni.

B W

1
I

I
p—
(\)

3
4
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Piegando la tavola della moltiplicazione

Fronte
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
7 14 21 28 35 42 49 56 63 70
8 16 24 32 40 48 56 o4 72 80
9 18 27 36 45 54 63 72 81 90
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
4 x 3 volte
a4
8

®

Retro

e @@ @ o | @ e @ @ o o
e @ @ o | @ e @ @ o o
e @@ @ o | @ e @ @ o o
e o @ o | @ e © @ o o
e @ ® @ | e e © @ o o
e ®© @ o | e e @ @ o o
e @ ® o | @ @ @ @ o o
e @@ ® @ | @ e @ @ o o
e @ ® o | @ @ @ @ o o
e @ e o | o e @ @ o o
4 x 3 volte

e o | o @

e o | o @

e @ | o @

12

12

16

20

24

28

32

36

40

Tabellina del 4
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Piegando la tabella della moltiplicazione individuare i divisori di 12

Piegando la tabella della moltiplicazione

10

12

e © 1 2 3 4
@ © 2 4 6 8
@ © 3 6 9 12

@ 1 2 3

@ 2 4 6

[ 3 6 9

@ 4 8 | 12

10

12
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Piegando e osservando la tabella della moltiplicazione

Si puo rispondere ai quesiti piegando e/o osservando la tabella della moltiplicazione

» La moltiplicazione & un’operazione interna all'insieme N dei numeri naturali?

Si, comungue scelti due numeri naturali, il loro prodotto e presente nella tabella.

» |l numero uno € I'’elemento neutro della moltiplicazione?
Si, vedi prima riga/colonna.

» Il numero dieci come si comporta nella moltiplicazione?
Aggiunge uno zero al fattore.

» La moltiplicazione € un’operazione commutativa?
Si, ¢’e simmetria rispetto ad una delle diagonalli.

> | numeri quadrati dove sono collocati?

Lungo la diagonale.

A. Criscuolo “Matematica dinamica: numeri e figure con la piegatura della carta” Rozzano 16/1/2020
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Piegando e osservando la tavola pitagorica

Si puo rispondere ai quesiti piegando e/o osservando la tabellina

» Quali tra i numeri naturali minori o uguali a 100 non compaiono nella tabella?
Tutti i numeri primi maggiori di 10.
» Quale caratteristica € comune ai numeri primi presenti nella tabella?
Sono presenti solo nella prima riga e nella prima colonna.
Quante volte un numero compare nella tabella?
Dipende dal numero, da 1 a 4 volte, lungo un ramo di iperbole equilatera.
» Cisono righe/colonne formate solo da numeri pari? Come sono disposte?
Si, sono disposte in modo alternato.
» Ci sono righe/colonne formate solo da numeri dispari?
No, perché per ottenere un dispari € necessario moltiplicare due dispari
» Nella tabella sono in numero maggiore i pari o i dispari?

Pari 75, dispari 25

A. Criscuolo “Matematica dinamica: numeri e figure con la piegatura della carta” Rozzano 16/1/2020
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Numeri: il modello del triplo codice

| numeri sono rappresentati con

tre diversi codici in tre diverse aree cerebrali _ _
Il codice della rappresentazione

analogica dei numeri, di natura
preverbale, elabora i numeri
sotto forma di grandezze e
fornisce le basi per il confronto
numerico, le stime e le
operazioni di subitizing.

sub’b'z/};

Il codice verbale/uditivo consente
la numerazione e il recupero in
memoria delle operazioni
aritmetiche semplici di addizione
e di moltiplicazione.

arabico

7

Il codice visivo arabico viene
utilizzato per eseguire operazioni
aritmetiche con numeri a piu cifre.

MODELLO DEL TRIPLO CODICE A. Baccag/ini Frank[2014]
(Dehaene, 1992)



Alla base delle proposte di didattica laboratoriale
con la piegatura della carta

Attivita laboratoriali con I'uso di artefatti cognitivi fondati sulla piegatura della carta
possono contribuire allo sviluppo di:

» capacita di visualizzazione spaziale e di osservazione di proprieta geometriche;
« abilita nel riconoscere e applicare procedimenti operativi;

 abilita nel congetturare e verificare proprieta matematiche;

« “senso del numero”;

...attraverso [I'utilizzo privilegiato di alcuni canali di comunicazione per I'apprendimento:

cinestetico-tattile, visivo non verbale,e uditivo/verbale per favorire
un processo di ‘internalizzazione’ per la costruzione di conoscenze.

Canali sensoriali e stili d’'apprendimento
privilegiati nelle attivita di piegatura della carta

5 @ o=
Visivo non verbale

Uditivo/Verbale Si impara attraverso
e Si impara ascoltando « la memoria visiva

numero
primo

Cinestetico -Tattile

Visivo — Verbale Si impara facendo

Si impara leggendo
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